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Abstract. We prove that the properties of a semiring K “to be without zero divisors*‘, and “to 
be regular and simplifiable” transfer to the K-algebras of the free partially commutative monoids. 
We also give an algorithm which tests the divisibility of partialty commutative polynomials, and 
computes the quotient in the case of a positive answer. 
R&M&. Nous demontrons que les propriitk d”un demi-anneau K “itre sans diviseurs de z&o”, 
et “2tre tigulier et simplifiable” se transmettent aux K-atgibres des monoides partieliement 
commutatifs libres. Nous donnons aussi un algorithme qui teste la divisibiliti des polyndmes 
partiellement commutatifs, etcalcule le quotient lorsque ia tiponse est positive. 
1. Introduction 
Les mono’ides partiellement commutatifs libres, introduits en 1969 par Cartier et 
Foata dans un mdmoire bien connu sur des probl&mes de rearrangements desuites 
[l] ont 5t6 depuis lors intensivement etudies en informatique theorique, principale- 
ment nn rdcnn Ao lormws . . . . . . -.. .Y.Ywm. -I s-U applications aux calculs en parallele (cf. la bibliographie 
de [2] par exemple). L’exemple du mono’ide libre montre qu’une voie fructueuse 
d’Ctude d’un mono’ide st Etude de son algGbre, sur un anneau ou un demi-anneau. 
Dans le cas du monoi’de libre X*, cette alg+bre est celle des polynbmes non 
commutatifs sur l’alphabet X. Pour chaque mondide, il se pose entre autres le 
problbme de savoir si son algkbre sur un demi-anneau K est int5gre iorsque K l’est 
lui meme. 11 est aisC de montrer que c’est bien le cas pour les monoi’des libres et 
les mono’ides commutatifs libres. Le cas des monoi’des partiellement commutatifs 
libres est beaucoup moins simple. L’un des auteurs [S] a don& en 1985 une preuve 
t&s indirecte de ce resultat lorsque le emi-anneau de base est un anneau commutatif 
intkgre, en utilisant un thCor&me puissant sur les algebres de Lie. Nous proposons 
dans le p&sent article une preuve combinatoire directe, valable pour un demi-anneau 
quelconque, m2me non commutatif. Les outils introduits nous permettent 6galement 
d’etudier le transfert des prop&%% de regular&S et de simplifiabilit6 du demi-anneau 
e base, ainsi que de donner un algorithme 
partiellement commutatif par un autre, et calculant le cas Cchkant le quotient. 
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Soit X wn ~lpbab~, et 6 use relation ti 
partiellement commutatif libre 
La seule propri&& dont nous aurons besoin est la sim~lifiab~~it~ de ): si 
y q w E M(X, 6), alors 
uw=trw =3 w=v, wu=wu 3 sI=v. 
On peut l’itablir d’au moins trois manikes: soit en utilisant la forme normale de 
Cartier-Foata (cf. [I,& 4]), soit en prouvant que M(X, 6) se plonge dans un 
(cf. f2]), soit encore directement (cf. 161). Si M est un mono;ide t K un demi-anneau, 
J l’al@bre de M sur K, c’est 1 dire l’alg&bre K’“” des fonctions de 
hi, muni de l’addition usuelle des fonctions numhiques et 
Pour P+E K[M] et nrE on note (P, m) l’image de m par P, et on reprhente 
P par un somme formelle (P, m)m Ces ex ons peuvent se multiplier 
comme des polykmes ordinaires. L’algGbre sur K de (X, 8) est not&e K(X, 6) 
et ses Mments sont appelb pol~~mes rtielkment commutatifs. LR support d’un 
polyn6me st 
supp(P)=(wE ix, 8))l(P* W)#O). 
Si K est un demi-anneau, A un K-module et ( ),, d une famille de sous-modules 
de A, on hira 
A=*FA Ac? 
si A est somme directe des A, L* A dans la categoric des K-modules; c’est 5 dire 
il existe une unique famille (3fp)aEd 5 support fini, telle que 
lier si 
x+y=Jc+z 3 J =2. 
Dans la suite, cette condition sera notee ). On dit qu”un demi-anneau est 
s~~~l~~~~le ii gauche (respectivement $ droite) si 
by,= x#O et xy=xz * y=z 
(respectivement yx= zdr 3 y = 2). 
s Ia suite, cette condition sera notGe S”(K) (respectivement Sd( K )). La sim- 
), et la notation “(K) signifiera 
re s’il est sans diviseurs e Z&Q. Cette con 
ous d~montro~s le tb~~r~rn~ suivant. 
preuve repose sur quelques propri&% simpfes des demi-anneaux 
les Sections 4 et S), ainsi que sur une propriM de non-ambigu’iti de ce 
dans les monoides X, a), &ablie B la Section 6. Cette demibe propri 
alors d’obtenir un orithme qui teste la divisibilitd d’un Mment de A;’ 
un autre dans le cas oti K est tiguliet et simplifiable du c&6 oti l’on cherche a 
diviser. Lorsque Ia division est possible, I’algorithme calcule le quotient (Section 7). 
due&s 
Soient A un semigroupe commutatif, de loi not& +, A un demi-anneau et (A, ) me d 
une famille de sous-A-modules de A. On dit que ( A,),E d est une graduation de 
A si 
(ii) V(a, /3) E A*, A,A, c A*+@. 
Les il6ments de A, sont dits homogknes de degr6 (P. 
Pour un demi-anneau gradui A, on d&nit les propriCt& suivantes: 
lNTG(A)~ 
V(~,/~)EA*,V(~,&)EA,XA~, ab==O =r a=Qoub=O; 
V(~Y, j3, y) E A’, V(a, b, c) E A, x A, % A,, ab = ac 
(a, p, y ) E A j, V(a, b, c) E A, x A, x 
a,b,,cEA,, a+ =a+c=+b==c 
(A) et S&(A), i = s eu d. 
Soit A = eaeb & un demi-an 
ordre total strictement compatible awe son 
A), 
) (i=s ou d). 
ve. (*): C’est clair. ontrons (+=). 
(i): Soient P et QE A tous deux non nuls. Posons 
06 Pa,, QB, sont non nuls. D’aptis la compatibilit6 de l’ordre et de l’addition SW 
A, on a cu,+&>t~i+& dis tpe ifp OU~#~J. Done, PapQB9=( )p,+a,. Si done 
l’on suppose INTG(A), on a 
(ii): Supposons maintenant RS&( A), et soit 
R= 1 R, 
Yl<(n-=“‘-=Yr 
tel que PQ = PR. Alors, Pp,Oa, = Pa,&, d”oQ Oa, = R,. Soient alors Q1 et R, tels 
que Q = Q1 + Qflq, R = RI + R,. Par tigularit6 de +, PQ, = PRI. Une r&wrence sur 
l’entier sup( q9 r) entraine alors immediatement Q = R D 
e nmoaoides 
Soient un mcndide, A un mono’ide commutatif muni d’un ordre total stricte- 
+ A un morphisme. Posons n-I, = p-‘(cu) 
pour tout CPEA. AJors, oit K un demi-anneau. Nous noterons 
engendre par Ma. On 
ment une graduation de K 
Si u et V sont deux parties d’un mono’ide M, rappelons qu’on dit que le produit 
est non ambigu si 
sr, Uk u,vv, V’E v, uv=u’v’ * u= 
n a al013 la proposition suivante. 
Supposons que pour tout (a, /3 ) E A * le produit 
), 
(i=s ou d). 
soit non-ambigu. 
irons trois elements homog&nes: Pa E K,[ 
n a alors 
et, g&e a la non-ambi du produit, 
Si l’on suppose INT( $0. Si l’on suppose 
RS”(K) (par exemple), si PQ = PR, la compatibilit6 de I’ 
pat(*),ona (P, u)(Q, v)=(P, u)(R, v) pourtout (u, V)E 
un s E M, tel que (P, s) # 0, et done, pour tout v E ,(Q,v)=(R,v),soitQ=R. CJ 
6. D4monstration des th&&mes de transfe 
Nous nous proposons d’Ctablir le kultat suivant. 
ThiorGme 6.1. Si K est un demi-anneau, 
(i) INT(K)eINT(K(X, 9)) 
(ii) RS’( K)@RSi(K(X, 9)) (i = s ou d). 
Preuve. La preuve consiste B exhiber une graduation 
telle que les produits A&,(X, 8)M,( X, 8) soient non ambigus. Le r&&at dCcoule 
alors de la proposition de la Section 5. Posons A = N’x) (applications X + N B 
support fini) muni de l’addition usuelle des fonctions numCriques. On d&nit un 
morphisme Q : X* + A comme suit: pour x E X, p(x) est l’application telle que 
p(x)(y) soit ggal B 1 si y = x et a 0 sinon. 
11 est clair que si u = 6 v, p(u) = p(v), done 9 induit un morphisme M(X, 6) + A 
que nous noterons encore Q. Pour Q E A, nous poserons Ma = ~-*(a), et K,(X, 8) 
sera le sous-module de K(X, 8) engendre par A&. 
On choisit un ordre total quelconque G sur X, et on munit N’X’ de I’ordre 
lexicographique associ&, que l’on note encore =Z I1 est clair que cet ordre est 
strictement compatible avec l’addition de IBI (x) Pour prouver le ThCor&me 6.1, il ne . 
reste plus qu’a Ctablir la non-ambigui’t& des produits 9 ce qui est l’objet des 
deux lemmes uivants. 
et s~pposons qu'il existe t-t, v E P tels quiz au = o bv. 
ve. Pour w E *etxE notons h,(w) E N la place de la premiere occurrence 
de x dans w. Soient alors 
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une suite de mots de X* tel que wi+l se diduise de wi par a 
relation de commutation, sur une seule paire de lettres de wi. sons 
On a, pour tout i, I~J+~ - dil s 2, et Ngalite n’a lieu que si wi+l se deduit de wi par 
commutation des premihes occurrences de a et 6. Comme di f 0 pour tout 4 d, > 0 
et H, < 0, il existe n~cbsairement un indice i tel que di = 1 et di+, = -1, d”oii (u, 6) E 9 
(cf. Fig. 1). •l 
Fig. 1. 
mme 6.3 (Lemme de coupure). Soient w E M(x, 9) et CR EN(x). Alors, il existe QU 
plus un couple (u, u) E (M(X, 9))2 tel que p(u) = a et w = uv. 
Par recurrence sur la longueur Iwl de w. Supposons w = uv = u’v’ avec 
‘) = a, et montrons que ( y v) = (u’, v’). 
0 ou 1, c’est trivial. Si maintenant IwI>-2, posons Ial =CxeX a(x). si 
Ial=& u=u’=l et v=v’=w. 
Si Ial = I, alors u = u’ est une lettre a et de QV = uv’ on tire v = v’. Si Ial 2 2, 
posons u = au,, u’ = bu’, avec u,b~X. Alors, w=mlv=bu~v’. 
Si a = b, l’hypothbse de rkurrence entrabe u1 = rri, d’oti u = u’ et v = v’. Si Q f 6, 
alors u: contient a et u1 contient 6, puisque up(u) = cp(a)+q(u,) = ~(b)+g(u\). De 
plus, d’aprk le Lemme 6.2, a et 6 commutent, done on peut Ccrire 
uI = bu,, 4 =& 
et w = abug = abulv’. D’oti u2v = I&‘, avec toujours 9(u2) = &45) = Q(U) - 
V(Q) -q(b). L’hypothege de rkwrence entrabe alors u2= us d’oti oc = u’ et 
v=v ‘. El 
demontrt5. 0 
Soit A = me& A, un demi-anneau grad6 On le sup;Jose totalement ordonni 
par un ordre strictement compatible awec son addit&, et on lui adjoint u 
nd (respectivement plus petit) 61&m (respectivement - 
‘un &ment P=CpEd P, E A sera 1’6% 
deg( P) = sup{ cy E A 1 f’ f 0). 
De mtme, la valuation de P sera val( P) = inf{ac EA 1 Pa # O} avec la convention 
deg(0) = sup@) = -00 et val(0) = inf(0) = +W. 
Lemme 7.1. Supposons RS”(A). Alors, pour P E A, B E A - {0}, et QI E A, le s!&me 
1 
P=BQ+R, 
& val( Q) a (Y, 
deg(R)<deg(B)+cr 
posszde au plus une solution. Dans le cas oti cette solution existe, on dira que Q est Ze 
quotient, et R le reste de la division de Ppar B au degr6 a. 
&ant un semigroupe commutatif regulier, on peut le plonger dans son 
sym45tris45 &, et A=@jcrEO /I, s’identifie canoniquement B l’anneau des differences 
de A. IS suffit done d’Ctablir le lemme dans le cas 03 A est un anneau. 
Supposons 
P=BQ,+R,=BQ,+R, 
avec val( Qi) 2 a et deg( Ri) < deg( B) + a (i = 1,2). Alors, B(Q, - QJ = & - & 9 
done 
deg(B(Q,-Q,))=deg(B)+deg(Q*-Q,), 
et deg(R*-R,)cdeg(B)+a d’ou Q2-QI=O (sinon, deg(QZ-QI)aval(Q2- 
QA-)= 0 
. (1) Si l’on munit A u (+a~, -a~} de I’ordre oppos6, degr6 et valuation 
t on a alors le thCo&me dual: Avec les m2mes hypoth$ses, wur a 
donn6, il existe au plus un couple ( Q, 
zt 
( 
(analogue de la division suiv nt les puissances croissantez). 
(2) Supposons qu’il exist 
krire 1+ 
BQ’) est la solution de .&, (principe de troncature). 
En particulier, s’il existe une solution de degrk minimal, on a la propriiti suivante. 
73. Soit E l’ensemble des a E feli que C, odmette 
non vide, et s’il admet un plus petit Ek!ment a0 (ce qui est 
x) bien ordonne’pa t un ordre lexkographique), co 
(2) degUFWQ)+deg( 
(3) t(R)e t(B) l Aou R =0, 
021 ?( U) = CI, si U ire 0 et deg( U) = #I. Alors, C” admet une solution unique, et c’est 
la solution de &, . 
ve. Soit (Q, R) une solution de 2”. Posons a = val( Q). Par d&inition, a E E. 
Soit alors ( Qo, I&-,) la solution de 2%. On peut &ire 
00=0+0’s 
Ro=R-BQ”, 
deg( Q’) < a s val( Q), 
val(Q’) 2 ao. 
Si Q’ f: 0, comme deg( &) < a,+deg( B) et deg( BQ’) 2 ao+deg( B), on a t(R) = 
t( B)t( Q’), ce qui contredit I’hypotWe. 0 
7.1. Algorithme 
Lorsque A = K(X, 6) avec K regulier et simplifiable a droite, les Propositions 
7.1 et 7.3, jointes au Lemme 4.3, permeitent d’obtenir un algorithme dkidant de la 
divisibilitg & droite d’un polyneme P par un polyname B, et calculant le quotient 
lorsqu’il existe. 
On suppose Mx” muni d’un ordre total strictement compatible avec son addition, 
et on munit K(X, 8) du degre associC 5 la graduation Q d6finie comme suit: pour 
(X, a), q(w) = (IwI,),,~ (voir la Section 6). 
Cherchons alors $ rkoudre l’equation P = BQ. Si elle admet une solution, on 
peut &ire, avec les notations de la Proposition 7.3, 
P= t(P)+ P’, B = t(B)+ B’, Q=HQ)+Q'- 
On a alors t(P) = t( B)t( Q): on voit qu’il suffit de savoir r&oudre l’equation U = VQ 
lorsque U et V sont des poly&mes homog&es. En effet, si l’equation tt P) = 
t( B)t( Q) est impossible, P = BQ l’est aussi, et sinon, on doit avoir P’ = BQ’+ B’t( Q), 
autrement dit, ayant divise les polynomes homogenes t(P) et t(B), il reste a diviser 
P’ - B’t( Q) par B (si cette difference xiste). Le degre du polynome B diviser par 
diminuant stricte ent B chaque i%ape, on voit que l’algorithme se termine. 
Supposant dCfinie une fonction QHD( U, V) calculant le quoti,nt de deux poly- 
et retournant lorsque la division est impossible, on 
peut prkkenter cet a e fonction r&zursive: osant, pour 
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(X, 6), r(Z) = 2! - t(Z), le quotient de Par ar 1 
fonction QUOT 
UOT )=si P=O 0 
sinon QHD( t( P), t( 
Voici maintenant quelques indications SW l%criture de la fonction 
done U et V deux polynomes homo 
: soient 
U = i OiUi, 
i==l 
avecuiE Ma, Z+E , et cherchons ’il existe ==zI=, ckwk,avec wkE M,, y=a-/3 
(si cette difference existe) tel que U = VQ. Le produit &ant non 
ambigu (Lemme 6.3), chaqu Ui posside une unique factorisation Ui = Siti avec 
p(Si) = /3 = deg( V). s’il existe un indice i tel que Si e supp( V), la division est 
clairement impossible. Sinon, si si = uj et Ui = vjwk, on devra encore avoir 
Autrement dit, il faut koudre dans K l’dquation ai = bjX (question en g&&al 
decidable pour les demi-anneaux utilisk en informatique). Rep&ant cette procddure 
pour chaque indice 4 on aboutit, soit 5 une impossibilitC, soit 5 un polynbme 
Q = c’,=, ckwk virifiant U = VQ. 
ure QHD( U, V, Q) 
sl U=O, Q:=O fin 
sinon Q! := deg( U), /3 := deg( V); 
si cr</3, Q:=NILfin 
sinon 
faire 
choisir u E supp( U); 
(0, w):= fact(u, j3); (1) 
si v = NIL ou v e supp( V), Q := NIL fin 
sinon 
faire 
x:= divg(( U, u), ( V, v)); (2) 
q:= xu; 
P:= u- vq; 
T:= supp( P) n (supp( V), iv); 
si T=@, Q:=N 
sinon Q:= q+Q V); 
it 
. 
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ues. (1) La fonction fact( u, @) renvoie, lorsqu’il existe, l’unique couple (0, 
tel que u = vw et (p(v) = /3, et le couple (NIL, NIL) sinon. 
(2) La fonctioa divg(a, b) rewoie, lorsqu’elle xiste, l’unique solution 
I’Gquation a = bx, et NIL sinon. 
(1) Pour un exemple de demi-anneau sans diviseurs de z&o mais non regulier, 
on pourra considCrer (Z( V), n, w) oii V est un espace vectoriel de dimension a2 
sur un corps infini k, et Z(V) l’ensemble des fern& de Zariski de V (cf. [3]). 
LWmentneutredenest V,etsiXuY=V,onaX=Vou Y=K 
(2) Division s&ant /es puissances cmissantes dons K(X, 9) 
Consid&rons l’isomorphisme 
On munit N de l’ordre oppo& B l’ordre usuel, et Al d’un ordre lexicographique 
donnant la priorit i la premiere composante, t ordonnant les autres de man&e 
quelconque. L’image rkiproque par i de cet ordre est un ordre strictement compat- 
ible sur A. Ja division selon cet ordre sera appelee division suivant les puissances 
croissantes. En particulier, si (B, 1) E U,(K) (unit&s B gauche de K), on voit qu’il 
existe une solution B tout ordre de P = BQ, ces solutions se prolongent (principe 
de troncature) et leur limite est le quotient formel de P par B, c’est 5 dire la solution 
dans K((X, 8)) de P = BQ. En voici un exemple: Soit 9 la relation de commutation 
sur X = x, y, z definie par le graphe 
x 
/\ 
Y 2 
On met sur X - iz? l’ordre x > y. Voici le d&but de la division de P = 1+ x + y + yzy 
par B= l+x+yz+xzy (ici, K = 
1+x+y+yzy 
1cx+yz+xzy 
y-yz-xzy+yzy 
y+xy+yzy+xzy2 
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